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1. Uvod

Kugla i nivo-elipsoid su fizikalno-matemati¢ki modeli koji se koriste kao aproksimacija
Zemlje. Homogena kugla je jednostavno tijelo ispunjeno homogenom masom i sferom kao
rubnom plohom. Nivo-elipsoid ima rotacijski elipsoid kao rubnu plohu. Za zadavanje nivo-
elipsoda su dovoljna Cetiri parametra (Moritz 1984, He¢imovi¢ 2002). Dva koja definiraju
rubnu plohu (velika poluos elipsoida a i spljostenost elipsoida f) i dva koja definiraju fizikalne
karakteristike nivo-elipsoida (geocentricna gravitacijska konstanta GM i kutna brzina rotacije
®). Za zadani nivo-elipsoid je definirano vanjsko normalno polje ubrzanja sile teze.

Za elipsoid Bessel 1841, koji je u sluzbenoj upotrebi u Hrvatskoj, nisu definirani fizikalni
parametri (GM, o) te on nije nivi-elipsoid (fizikalno tijelo) ve¢ samo rotacijski elipsoid
(matematicka ploha). Zbog toga ¢e u ovom ra¢unskom zadatku biti korisSteni parametri nivo-
elipsoida Geodetic Reference System 1980 (GRS80) koji je u Sirokoj upotrebi. U tablici 1 se
nalaze parametri nivo-elipsoida GRS80.

Tablica 1. Parametri nivo-elipsoida GRSS0

GRS80
a [m] 6378137,0
GM [m’/s%] 0,3986005E+15
(0) [rad/s] 0,7292115E-04
f 0,0033528106812
/£ 298,25722210

[m] 6356752,3141
e’ 0,006694380023
e"” 0,006739496775
e' 0,082094438152
Ye [m/s’] 9,7803267715
Yo  [m/s’] 9,8321863685
f* 0,005302440112
E [m] 521854,0097

Ciljevi zadatka su:
e ovladavanjem prakticnim raCunanjem potencijala privlacenja za homogenu kuglu s
obzirom na razne visine iznad kugle do visine putanja CHAMP, GRACE i GOCE
satelita,
ovladavanje prakti¢nim raCunanjem potencijala privla¢enja nivo-elipsoida,
ovladavanje prakti¢nim racunanjem centrifugalnog potencijala,
ovladavanje prakti¢nim raCunanjem normalnog potencijala ubrzanja sile teze,
dobivanje uvida u odnos izmedu potencijala ubrzanja sile teze, centrifugalnog
potencijala i potencijala privlacenja,
e dobivanje uvida o promjenama normalnog potencijala privlacenja, centrifugalnog
potencijala 1 potencijala ubrzanja sile teze na teritoriju Hrvatske,
e ovladati raCunanjem komponenti tenzora normalnog polja ubrzanja sile teze,
e ovladati sluZzbenim i tradicionalnim jedinicama elemenata polja ubrzanja sile teze.



2. Potencijal privlacenja

Zemlja je sastavljena od masa koje definiraju gravitacijsko potencijalno polje privlacenja.
Jakost potencijalnog gravitacijskog polja i potencijalna energija ovise o poloZaju materije u
polju. Prema Newtonovom zakonu potencijal je proporcionalan masi tijela i obrnuto
proporcionalan udaljenosti od mase koja stvara potencijal privladenja. Zbog nepravilnog
rasporeda masa (topografija) i varijabilnosti gustoca masa javlja se anomalnost realnog polja.
U ovom prvom zadatku ¢e se racunati potencijal idealiziranih tijela homogene kugle i nivo-
elipsoida za razliku od kasnijih zadataka u kojima ¢e se koristiti realno polje ubrzanja sile
teze.

2.1 Potencijal privlacenja homogene kugle

Realnu Zemlju mozemo u prvom priblizenju aproksimirati kuglom homogenih masa. Ona
definira pravilno gravitacijsko polje. Svi pravci vektora privlacenja koji se dobiju pomicanjem
materije u gravitacijskom polju kugle prolaze kroz centar kugle. Takovo polje naziva se
centralno polje. Potencijal privlacenja na i u vanjskom podrucju homogene kugle dobije se s
pomocu izraza

V=G—==Grnp— (1)

gdje je

- m masa tijela (homogena kugla); prilikom numerickog racunanja u ovom zadatku ¢e se
koristiti za masu homogene kugle masa Zemlje; m = 5,976 - 10** kg,

-G =6,673-10"" m® kg s; gravitacijska konstanta (Napomena: za razliku od gravitacijske
konstante, geocentricna gravitacijska konstanta je umnozak gravitacijske konstante i mase
tijela, tj. GM = G - M, gdje je M = m masa tijela u koju je za realnu Zemlju ukljucena i masa
atmosfere),

- r radijalna udaljenost promatrane tocke od sredista kugle,

- R =6 371 000 m; polumjer zakrivljenosti kugle,

- p=5516,951 kg m™ srednja gusto¢a masa Zemlje (2670 kg m™ srednja gusto¢a povriinskih
masa Zemlje),

- =3,141 592 653 589 793 238...

Da bi se u gornjem izrazu dobio rezultat u sluzbenim jedinicama za gravitacijski potencijal
[m” 5] masa m ¢e se uvesti u jedinicama [kg], radij vektor r u [m], gustoca masa p u [kg m’]
1 polumjer zakrivljenosti kugle R u [m]. Izraz (1) vrijedi za povrSinu i vanjski prostor
homogene kugle, tj. r > R. Unutar kugle (r < R) se potencijal ponasa po drugacijem zakonu te
se za raunanje potencijala unutar kugle ne koristi izraz (1).

2.2 Potencijal privlacenja nivo-elipsoida

Potencijal privlacenja nivo-elipsoida u tocki P racuna se pomocu izraza koji je rastavljen na
potencijal centralnog polja homogene kugle V< i potencijal zbog spljostenosti polja Tp, tj.
izraz ima oblik



U,=V, +T,. ()

Potencijale u ovom izrazu dobivamo pomocu

ve =22, ©)
r
T, =S (Beos 0-1)= S 227 - x>~ v?) 4)
r r
gdje je C = -8,7776:10** konstanta koja definira mjeru spljostenosti nivo elipsoida, r

geocentri¢na udaljenost koja je povezana s kartezijevim koordinatama pomocu izraza
r=vX2+Y2+2%,

0 sferna polarna udaljenost je kut iz centra nivo-elipsoida izmedu pravca osi rotacije i smjera
na promatranu tocku, tj. 0 = 90° - @ gdje je ¢ elipsoidna Sirina tocke, a X, Y, Z kartezijeve
koordinate tocke. Veza pravokutnih kartezijevih koordinata X, Y, Z 1 geodetskih, elipsoidnih
koordinata ¢, A i h definiran je pomocu izraza

X =(N+h)cose cosh, (5a)
Y =(N+h)cosop sinA, (5b)
Z=(N(-¢e*)+h)sing, (5¢)

gdje je h elipsoidna visina tocke. Za nivo-elipsoid je h = 0,000 m. U gornjim izrazima je N
polumjer zakrivljenosti prvog vertikala koji se dobije pomocu izraza

N:; (6)

J(1—e?sin ) ’

a ¢” kvadrat prvog ekscentriciteta elipsoida koji se dobije pomo¢u izraza

2 1.2
ez:aazb . (7)

3. Racunanje centrifugalnog potencijala

Centrifugalni potencijal se javlja zbog rotacije Zemlje. Centrifugalni potencijal je funkcija
najkrac¢e udaljenost promatrane to¢ke od osi rotacije Zemlje, tj. okomice na os rotacije iz
promatrane tocke. Racuna se pomocu izraza (Torge 2001, Basi¢ 2001/2002)



2 2
@

7, =2 42=2 ,2n%g 8
P= > ®)

gdje je d najkraca udaljenost od osi rotacije Zemlje do promatrane tocke. Veza s kartezijevim
koordinatama je definirana izrazima

r=vX’+Y*+2 )

i

cos0=Z/r, (10a)
2 2

sing=YX F*Y° (10b)
T

4. Potencijal ubrzanja sile teze

Potencijal ubrzanja sile teze je prouzrokovan gravitacijskim potencijalom privlacenja
(masom) 1 centrifugalnim potencijalom (rotacijom Zemlje).

4.1 Potencijal ubrzanja sile teze prema IAG izrazu

Sluzbeni izraz za normalni potencijal ubrzanja sile teZze nivo-elipsoida dan od International
Asociation of Geodesy (IAG) (Moritz 1984) dobiva se s pomocu izraza

U =G—l\/[alrctane'%rl(nza2 (11)
" E 3

gdje je

- o kutna brzina rotacije Zemlje,

- a velika poluos elipsoida,

- GM geocentri¢na gravitacijska konstanta,

- E linearni ekscentricitet elipsoida kojeg ra¢unamo s pomocu izraza

E=+a’-b*, (12)
- ¢ kvadrat drugog ekscentriciteta elipsoida raunamo pomocu izraza

" a2 _b2
e = bz

: (13)

Potencijal privlacenja za nivo-elipsoid je konstantan ali se centrifugalni potencijal mijenja s
promjenom Sirine jer se mijenja najkraca udaljenost od to¢ke na povrsini nivo-elipsoida do osi
rotacije. U izrazu koji se koristi pri IAGu drugi ¢lan se odnosi na centrifugalni potencijal koji
je izrazen kao konstantna vrijednost, a ne kao funkcija Sirine. Njime se dobiva osrednjena



vrijednost centrifugalnog potencijala za nivo-elipsoid. Razlog ovakvom pristupu je da bi se
dobila jedna reprezentativna vrijednost potencijala ubrzanja sile teZe za cijeli nivo-elipsoid.

4.2 Potencijal ubrzanja sile teZe za nivo-elipsoid

Potencijal ubrzanja sile teZe za promatranu to¢ku P u normalnom polju ubrzanja sile teze U%p
se dobije zbrajanjem potencijala privlacenja Up i centrifugalnog potencijala Zp pomocu izraza

uy=U,+27,. (14)

Da bi bolje uocili razliku izmedu realnog i normalnog potencijala ubrzanja sile teze usporediti
¢emo ovaj izraz s izrazom za realni potencijal ubrzanja sile teze

W, =V, +7Z,, (15)

gdje je Vp potencijal privlacenja u tocci P i Wp realni potencijal ubrzanja sile teze u tocci P.
Razlika izmedu realnog Wp i normalnog potencijala U"p ubrzanja sile teZe je u realnom Vp i
normalnom Up potencijalu privlacenja. Oni se razlikuju zbog anomalnosti realnog u odnosu
na normalno polja.

NAPOMENA: Zbog velikih konstanti prilikom racunanja potencijala treba voditi racuna o
signifikantnim decimalama jer potencijal treba izraziti na ¢etvrtu decimalu.

5. Racunanje elemente tenzora normalnog polja ubrzanja sile teze

Druge derivacije potencijala definiraju elemente tenzora gradijenata ubrzanja sile teze. One
definiraju lokalne promjene polja. Tenzor gradijenata ubrzanja sile teze ima oblik

UXX UXY UXZ
grady = grad(gradU)=|U,, U,, U,, |. (16)
UZX UZY UZZ

Koordinatni sustav X, Y, Z je definiran kao lokalni sustav u promatranoj to¢ci. Komponente
tenzora dobivaju se s pomocu izraza:

s

v f
Uz =Uy; 2%2751112([), (17)
9y
Uz =Uy, :EOZO- (18)

Elementi tenzora koji se odnose na promjenu u horizontalnoj ravnini dobivaju se pomocu
izraza

Uy =22, (19)



Uy, =—12, (20)

Uy, =Uyy =0. 21)

Oni definiraju zakrivljenost i torziju polja. Vertikalnu komponentu gradijenta ubrzanja sile
teze dobijemo pomocu izraza

1 1
UZZ :YO(M+EJ+2O)2. (22)

U gornjim izrazima je

- ¢ geodetska, elipsoidna Sirina,

- o kutna brzina rotacije Zemlje,

- vo normalna vrijednost ubrzana sile teze na plohi nivo-elipsoida, racunana formulom
Somigliana (Torge 2001, Basi¢ 2001/2002)

avy. cos’@+by_ sin’
_ave o Yo ) (23)

'y =
’ \/azcos2(p+bzsin2(p

gdje je

- Y. normalna vrijednost ubrzana sile teZe na ekvatoru na plohi nivo-elipsoida,

- 7p normalna vrijednost ubrzana sile teZe na polu na plohi nivo-elipsoida,

- a velika poluos nivo-elipsoida,

- b mala poluos nivo-elipsoida,

- f globalna normalna spljostenost ubrzanja sile teze (Moritz 1984, Heé¢imovié 2002) koju
dobijemo s pomocu izraza

f Ypy—Ye ’ (24)

- M polumjer zakrivljenosti meridijana

a(l—e?)

= (1_62 Sin2 (P)3/2 4 (25)

gdje je N polumjer zakrivljenosti prvog vertikala koji dobijemo pomocu izraza
a

- (1—e”sin” @)''? " (26)

Prvi ekscentricitet elipsoida, iz ovog izraza, dobije se pomocu izraza
2 2

2 2 azb (27)



6. Sluzbene i tradicionalne jedinice potencijala ubrzanja sile teze i
njegovih derivacija
Jedinice u kojima se izrazava potencijal 1 njegove derivacije su sluzbeno definirane u sustavu

jedinica Systeme International d'Unites (SI). Medutim, jo$ uvijek se potencijal i njegove
derivacije mogu naci izrazene u tradicionalnim jedinicama. Veza sluzbenih SI i tradicionalnih

jedinica dana je u tablici 2.

Tablica 2. Veza sluzbenih SI i tradicionalnih jedinica

1 kGal m

102ms? | 1Gal

10°ms? | 1mGal

10 ms? |1 pGal

107 s 1 E ili 0,1 mGal/km

Objasnjenje tradicionalnih jedinica iz tablice:

- [Gal] je jedinica ubrzanja sile teze prema starom Centimetre-Gram-Second (CGS) sustavu.
Dobila je ime po talijanskom fizi¢aru, astronomu i matemati¢aru Galilei Galileiu,

- [kGal m] je kilogal metar,

- [E] je E6tvos. Dobila je ime po madarskom fizi¢aru Rolandu von E6tvosu koji je konstruirao
instrument za mjerenje komponenti gradijenata ubrzanja sile teze (variometar).
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